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PROBABILIDADE DE RUINA

T = min{t|t = 0e U(t) < 0}
" |oose U(t) = 0 paratodo t

Probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo continuo é
definido por:

Yu) =P(Ty <o) =PU{t)<0,VtO<t <o0)=1-—¢(u)

Probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo continuo é
definido por:

Yyu, ) =P(T,<1)=PUR)<O,VLt,0<t<T)=1-—0U,T1).

Y(u,7) <y



PROBABILIDADE DE RUINA
T, =min{n: U(n) < 0}.

Probabilidade de ruina no horizonte infinito em tempo discreto é
definida por:

P(w) = P(T, <o|U0) =u)=PUM) <0,¥n,0<n< o) =1-3¢w).

Probabilidade de ruina no horizonte finito em tempo discreto é
definido por:

Yv(u, 1) = P(T,; < ’L') =P(UMNn)<0,vn0<n<1)=1-¢(u,1).

P(u, 1) < P



PROBABILIDADE DE RUINA ND HORIZONTE INFINITO NO CASD POISSON COMPOSTO

A probabilidade de ruina em periodo infinito Y (u) pode
ser calculada por:

e—Ru

= (0

V) = R, <yt 2

Em que U(T) é o valor da reserva no momento da ruina
e R é o coeficiente de ajustamento.

*Teorema fundamental do Risco



Definicin  Seja X a variavel aleatoria que representa o
valor de um sinistro, o coeficiente de ajustamento r = R
¢ a menor solucao nao trivial da equacao em 7:

MSt—Ct (r) — 1

Em que Mg, _(r) = E(er(st_“)),
Ms,_o(r) = E(e"Se7¢0)) =1
e TCLE (e7St) = 1
e " Ms,(r) =1
MNt(ln My(r)) = e™



EXEMPLD 11 Considere que a variavel aleatéria associada a 1
sinistro seja X ~ Exp(a) e que N; ~ Po(At) . Encontre o valor
In(Ms(8))

R

nao trivial de R considerando o prémio ¢ =

SOLUCAO:
My, (InMx(r)) = e™*



In|[Ms(B)]

X ~Exp(a) Ny~ Po(At) ¢ = My, (In My (1)) = ™

B

In[Ms(B)],
elt[MX(r)_l] = e ﬁ

In[Mg(B)]
B

AMx(r) —1) =7




X ~Exp(@) N, ~Po(dt) =800 My (InMy(r)) = e




EXEMPLD 2: Considere que a variavel aleatoria associada a
1 sinistro seja X ~ Exp(a) e N; ~ Po(At). Encontre o

valor de R considere o prémio baseado no valor

A 21
esperado, ¢ = — + ;9.



X ~ Exp(a) N; ~ Po(At)

- (5)

a?=(a+20)(a—71)

a’ =a’*+2a6 — ar — 20r

0=2a0 —r(a+ 20)

200
a + 26




Um caso especial amplamente abordado na literatura é
quando N; ~ Po(At), assim:

My, (In My (1)) = €™
e/lt(MX(r)—l) — pTct

AM(My(r)—1) =rct

rc
Mx(r) :7+1

Caso ¢ =E(S)(14+60) =AEX)(1 + 0), entdo:

1+(1+60)E(X)r=Myx(r)



PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITO - POISSON COMPOSTO

» Seja X a varidvel aleatéoria que representa o valor de um sinistro, o
coeficiente de ajustamento r = R é a menor solucdo nao trivial da equacao
em r:

rc
Mx(r) =7+1

Em que My(r) = E(e™), funcdo geradora de momentos de X.




PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITO - POISSON COMPOSTD

Caso ¢ <E(S) temos que %+ 1 e My(r) somente se

interceptaram no ponto R =0 e esse serila entao o
coeficiente de ajustamento, sendo assim:

—0u

=1
E(e~OUM|T, < o)

Y(u) =

E(U,) <0

Ou seja, a escolha do prémio puro de risco, certamente
levara a ruina.



Considere Ny ~ Po(At) , X ~ Exp(a) e c =E(S), Entao f(r) = Mx(r) =

1.5

1.4

1.3

1.2

1.1

1.0

Para @ = 0,05 e A = 10 temos E(S) = 200, logo g(r) = — + 1.

Para ¢ = 1,3E(S) = 260 temos g(r) = 26r + 1,

0,05

0,05 _TIc
0,05—1 g(r) = 2 +1

Mir)
c=E(S)
c=E(S)

\

T
0.000

T
0.002

T
0.004

T
0.006

T
0.008

T
0.010

T T
0.012 0.014



EXEMPLD 3: Considere que a variavel aleatoria associada a
1 sinistro seja X ~ Exp(a). Encontre o coeficiente de

ajustamento dado que:

Solucéo:
1+ (1 +60)EX)r =Mx(r)



EXEMPLO 3: Considere que a variavel aleatoria associada a 1 sinistro
seja X ~ Exp(a). Encontre o coeficiente de ajustamento.

1+ A+ 60)EX)r = My(r)

SOLUCAO:

1+6 a
1+( )r

a a—r
a’l+ar+abr—ar—r2—0r¢—a2=0

(1+68)r?—60ar =0




PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITD - N, ~ Po(At)
c=(1+0)E(S)

1+ (1+0)EX)r = My(r).

Dependendo da distribuicao de X, ndo é possivel encontrar
analiticamente o coeficiente de ajustamento R. Geralmente,
métodos numéricos sdo utilizados e um valor inicial

para R é requerido.




METODO ITERATIVO DE NEWTON-RAPHSON

» Tem o objetivo estimas as raizes de uma funcéo.
» Escolhe-se uma aproximacao inicial.

» Calcula-se a equacao da reta tangente da funcao neste ponto
e a Iintersecdo dela com o eixo das abcissas, afim de
encontrar uma melhor aproximacao para a raiz.

f(xn)

Xn+1 = Xn _f,(x )
n

» Repete-se o processo até a convergéncia para o valor de x.



-~

fx)

raiz

X
f(x0) , f(x0)
t = = =
9@ = S fl) = o
Logo a reta tangente a £ (x) que passa no ponto x, & dada por:
f(xq) , f(x1)
t = = =
@) =7 ) = 5w

De modo geral

f )

Xn+1 = Xn _f,(x )
n

X — f (x0)
° f'(x0)
. f(x1)
L (%)



EXEMPLD 4 Encontre a raiz quadrada de 5 usando o método
de NEWTON-RAPHSON

SOLUCAO

Considere x = /5, entdo x2 =75, logo x2 =5 =0
logo iremos usar o método para achar a raiz da funcéo
f(x) = x% - 5.

Dessa forma, f(x) =x?—75, entdo f'(x) = 2x, entdo:

x2—5

Xn+1 = Xn — Oy
n



EXEMPLO 4: Considere x = +/5, entdo x% =5, logo x? — 5 = 0 logo iremos usar o método

para achar a raiz da funcdo  f(x) =x%-5
f(x) =x?—75, entdao f'(x) = 2x, entdo

x2—5

Xn+1 = Xn — oy
n

E sensato supor que a raiz estard entre 2 e 3 pois 22 =4 e 32 = 9, assim x, = 2,5

B f(25)
X1 =25 F1(2.5) = 2,25
B f(2,25)
x, = 2,25 F12.25) = 2,2361
x3 = 2,2361 — f(2,2361) = 2,236068
’ f'(2,2361)

£(2,236068 )
£'(2,236068 )

X, = 2,236068 —

= 2,236068

Dessa

forma



PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITD - N, ~ Po(At)
c=(1+0)E(S)

A velocidade da convergéncia ( caso ocorra) é fortemente
relacionada a escolha do valor inicial para xg.

No caso da utilizacao do método para determinar o valor do
coeficiente de determinacdo R o valor indicado como melhor
escolha é dado por:

_ 20E(X)

Uma vez que esse resultado corresponde ao valor maximo de R,

conforme a desigualdade.
20E(X)

E(X?)

R <



EXEMPLD 3: Suponha que o sinistro agregado S tem
distribuicdo de Poisson composta, com parametro A = 4.
Considere que o prémio recebido é igual a 7 (c=7) e
que a distribuicdao de X é dada por:

PX=1)=06; PX=2)=04.

Determine o coeficiente de ajustamento.



Solugéo

Sendo que o coeficiente de ajustamento R > 0 satisfaz
H(R) = 0. Para resolver tal equacédo, pode-se utilizar o
meétodo iterativo de Newton-Raphson .

Como 1+ (1 4+ 0)E(X)r = My(r), definimos

Hr)=1+ (1 +60)E(X)r — My(r)



SOLUGAD

Hr)=1+ (1 +60)E(X)r — My(r)

Assim:

H(R;)
Rit1=R; — H’(R]-)'
]

20E(X)
E(X2) "

Considerando o valor inicial Ry =



Solugéo

20E(X)
E(X?)

Considerando o valor inicial Ry =

E(X) = 1(0,6) + 2(0,4) = 1,4
E(X?) =1(0,6) + 4(0,4) = 2,2
c=(1+0)E®S)=1+60)ENEX) = (1+0)AEX)

C

=M T a0

—1=20,25

My (r) = E(e™) = 2 e™p(X =x) =0,6e” + 0,4e".

X



SOLUGAD
Hr)=1+ 1+ 60)EX)r — Mx(r)

H(r) =1+ 1,75r — 0,6e" — 0,4e?"
H'(r) = 1,75 - 0,6e” — 0,8e?"

1+ 1,75R; — 0,6e"i — 0,4e*%/

J+L 1,75 — 0,6eRi — 0,8e2Ri
R, = 20E(X) _ 03182
" E(x?)

1+41,75(0,3182) — 0,6e(03182) — 0,4¢2(0:3182)
R, = 03182 —

1,75 — 0,6e(0:3182) _ (0 8¢2(0,3182)



14 1,75(0,3182) — 0,6e(03182) _ () 4¢2(0,3182)

R, =0,3182 — 175 — 0,6e(03182) _ () 8¢2(0,3182)
J R; H(R;) H (R;) Rj11
0 0,3182 —0,0238 —0,5865 0,2776
1 0,2776 —0,0031 —0,4358 0,2705
2 0,2705 —0,0001 —0,4106 0,2703
3 0,2703 0,0000 —0,4098 0,2703
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PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITO - POISSON COMPOSTD, ¢ = (1 + 0)E(S)

» Quando o processo ruina no horizonte infinito é Poisson
composto com X ~ Exp(«a)

e R a—R
P(u) = = e
E(e RUTD|T, < o) a
Oa -
Como R = —, entéo
1+6
O
a — Oa afu
115, fo._ 1 ()
— 1407 = 1+6
Y a © 146 ©
1
P(0) = ——

1+6



EXEMPLD 1: Considere que X ~ Exp(0,8), u=5¢ 6 =0,3.
Entao calcule a probabilidade de Ruina para o
segurador.

Solucéo

Y =5 Jlr 5 e_(%)



EXEMPLD 1: Considere que X ~ Exp(0,8), u=5¢ 6 =0,3.
Entao calcule a probabilidade de Ruina para o
segurador.

Solucéo

1+6 e 1+0,3
1+6 1+0,3

e_(aeu) _ 1 _(0,8><0,3><5)

P(u) =

¥(5) ~ 0,3056



Probabilidade de Ruina

Lonsidere que X ~ Exp(0,8).6 = 0,3.

1.0
|

0.8
|

0.6
|

0.4
|

0.2
|

0.0
|

0,8x0,3 Xu)

u =ie_(T
\ Y(u) = —

)

Cl\_o
—
LES
- I
Qe
ooooo
aaaaaaaaaaaaaaaaa




PROBABILIDADE DE RUINA NO HORIZONTE INFINITO - POISSON COMPOSTO

Quando o processo de ruina no horizonte infinito é Poisson
composto com X ~ Exp(a), e c = E(S)(1 + 8) , temos:

_[ Ou
e LE(X)(1+6)

YW =175

A funcdo acima pode ser escrita de forma mais geral para
diferentes valores de c¢, tal que:




EXEMPLO 2: Considere um processo de reserva em tempo
continuo, onde os sinistros individuais X seguem uma
distribuicdo exponencial com a =0,8 e N, ~ Po(10¢t).
Entao determine a probabilidade de ruina para:

a) ¢ = in(Ms(0,2)) |
0,2

b) c = E(S) + var(5)0,2.



Solugio A =10, a = 0,8

_ ln(MS(O,Z)) _ ln[e/l(“—ao»z_l)] N
0,2 - 0,2

E (5 ) [E(X)——]

Y(u) = = 0,75~ (0.65)u

c—E(S)+var(S)02—— +—02~ 18,75

E(S) [E(X)__] ~ 0 66676_(0 71666)u

Y(u) =



1.0
|

0.4 06 0.8
| | I

Probabilidade de Ruina

0.2
|

== —0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—

0.0
|

Y(u) = 0,7692308¢~(0.1846154)u
P(u) = 0,75e (065

Y(w) = 0,6667¢(071666)u

-
O.._a__
O-—o_a
-..a_‘:l_ci_°
Q

c=E(S)(1+0,3) =16,25

- = In(Ms(0,2))
0,2

¢ = E(S) + var(5)0,2 = 18,75

~ 16,667

10 20

30 40




PROBABILIDADE DE RUINA

Desigualdade de Lundberg: Limitante superior para a
probabilidade da ruina...

Ppu) <e ™

YW max = e ¥

Nota-se que liT Yu) =0
U—>+00

Se X tem um suporte limitado, de tal forma que P(X <m) =1,
para alguma m, finito, entéo
l/)(u) > e—R(u+m)

* m limite suporte



EXEMPLD 3: Novamente considere que X ~ Exp(0,8), u =15
e 8 =0,3. Entao calcule a probabilidade maxima de
Ruina para o segurador.

Solugéo



EXEMPLD 3: Novamente considere que X ~ Exp(0,8), u=5¢e¢ 0 =
1,282. Entao calcule a probabilidade méaxima de Ruina para o
segurador.

Solugéo
O - 0,3x0,38

~ 0,184
k= 1+0 1+0,3 0,1846

Logo
l/)(s)max — —O 1846 X5 ~ 0 3973

Para efeito de comparacao

_(O,8><0,3><5)
1+03 / = 0,3056

V) =1703°



Probabilidade de Ruina

1.0

0.8

0.6

0.4

0z

0.0

(-]

Prob. Ruina
Prob. maxima Ruina

1 (o803 o
Tro03¢  TO° Y(Wmax = e
)
~ S
~a28:3:3:3=a=3—




EXEMPLD 4: Entdo determine a probabilidade méaxima de
ruina com base no limite superior da desigualdade de
Lundberg, os casos do exemplo 2.

a) ¢ = in(Ms(0,2)) |
0,2

b) c = E(S) + var(5)0,2.




Solugéo

l , L : N
a) ¢= n(MOSEO 2) . Como ja visto para essa situacdo R = = 0,2

entao

YU max = e~ 02Xy,

20,2

entao
a+2(0,2)’

b) ¢ = E(S) + var(5)0,2. Como j4 visto R =

(W) — 026667 xu
max



Probabilidade de Ruina

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

T YW = €O

------- Y(u) = 0,75¢~(065)u

10

30

40

50




PROBABILIDADE DE RUINA

Considerando € como o limite superior da probabilidade de ruina
para o montante inicial u, ou seja

Yu) <e R =¢

Ru = ¢ implica em

Entao e™

o _ ()|

u

Como My, (In Mx(r)) = et >  Mo(R) = eR¢, entao

In(e)|
_ In(Mg(R)) _ ln(MS( u )>

u
R lIn(e)|
c ¢ um valor de prémio baseado na probabilidade de ruina €




PROBABILIDADE DE RUINA

» Principio da variancia

[l = E(S) + a X var(S) em quea=§

» Principio do desvio padrao

[y = E(S) + B/ var(S) em que B = +/2i|ln(e)|, 0<i<1

€ € um limite superior para a probabilidade de ruina

[ uma determinada porcentagem do capital inicial u considerada no
valor do prémio



PROBABILIDADE DE RUINA

» Uma vez definido que

Yu) < e Y

entdo Y(U)ygy =€ ¥ =€, é possivel determinar o
valor de 6 com base em ¢, logo

i (om(©)-1]

0~ —E(X) In(e)

em que u = U(0).



PROBABILIDADE DE RUINA

»(0O modelo de Cramer-Lundberg varia como
consequéncia do equilibrio entre indenizacoes pagas e
prémios arrecadados.

» Coeficiente de ajustamento

» Pouco realista ao considerar os prémios arrecadas de

forma constante, e o fato de lidar exclusivamente com
Xi¢ iid.

» Na maioria dos casos ndo é possivel conseguir uma
expressao fechada para probabilidade de ruina.



PROBABILIDADE DE RUINA
» Aproximacao de Vydler

Baseada em igualar momentos de um processo
definido com os do modelo de Cramér-Lundberg.

» Aproximacao de Beekman-Bowers

Baseada em relacionar a probabilidade de
sobrevivéncia com a distribuicao gama.



PROBABILIDADE DE RUINA

» Aproximacao via simulacao de Crameér-
Lundberg

Possibilita aproximacoes da probabilidades de ruina do
maximo esperado para os prejuizos da seguradora, do
valor esperado para a reserva na primeira ruina....

LEMOS, Regina Ribeiro Lemos. Probabilidade da ruina no
mercado de seguros: fundamentos e alguns resultados de
simulagéo. 2008. Dissertacao (Mestrado).

RAMOS, Pedro Alexandre Fernandes Lima. Principios de
cidlculo de prémios e de medidas de risco em modelos
atuariais. 2014. Tese de Doutorado.



PROBABILIDADE DE RUINA- Simulagén

c={1+0)E(S) X; ~ Gamma(900,1)

N, ~ Po(0,2t) » T ~ Exp(0,2)
u = U(0) = 600
9 =03

N¢
U(t) = 600 + (1 + 0,3)900 X 0,2t — in
=1

Gerar 400 valores de T, logo, o tempo necessario para a
ocorréncia de cada um dos 400 sinistros.



1e+05
|

Be+04
|

Ge+04
|

4e+04

2e+04
|

Qe+00

|
1]

I
100 200 300
»Ruina em 5 das 10 simulag¢des t
»Em meédia, a ruina surgiu pela primeira vez na 5

° indenizacdo e no miximo ocorreu
pela primeira vez na 11° indenizacéo.




1e+08

Be+04
|

Be+04
|

de+04
|

2e+04
|

i

ne,
e
% "‘\\\fn?'\\“}%‘m J‘/\’X‘r V \.-"lﬂ
ERIIAN s O R N VSN |
] 100 200 300 400
i

»Ruina em 9 das 10 simulacdes

»Em meédia, a ruina surgiu pela primeira vez na 6
na 29°.

indenizacdo e no miximo ocorreu



PROBABILIDADE DE RUINA- Simulagéo
c=1+0)ES) X; ~Gamma(900,1) N, ~ Po(0,2t)

> U(t) = 600 + 900 x 0,2t — Y. X;
» Em 9602 das 10000 simulacgoes ocorreu ruina

» Em média, a ruina surgiu pela primeira vez na 16°indenizacdo e no
maximo ocorreu na 396°

> 1(600) = 0,9602

> U(t) = 600 + (1 +0,3)900 x 0,2t — ¥¢. X;
» Em 6136 das 10000 simulacoes ocorreu ruina

» Em média, a rufna surgiu pela primeira vez na 5° indenizacdo e no
maximo ocorreu na 173°

> (600) ~ 0,6136



PROBABILIDADE DE RUINA- Simulagéo
c=1+06)ES) X; ~Gamma(900,1) N, ~ Po(0,2t)

> U(t) = 600 + (1 +0,3)900 x 0,2t — ¥¢. X;
» Em 6136 das 10000 simulacgoes ocorreu ruina

» Em média, a ruifna surgiu pela primeira vez na 5° indenizacdo e no
maximo ocorreu na 173°

> P(600) =~ 0,6136

rc
Mx(r) = —+ 1

T g e - 1179 + 1

R ~ 5,5887 x 10~

lljmax(600) — e—600(5,5887><10_4) — O, 7153



PROBABILIDADE DE RUINA- Simulagéo

O maior valor do montante pelo qual U(t) desce abaixo de U(0),
¢ chamado de perda agregada maxima, e é representado por L tal
que:

L = max{S; — ct}

£>0
e
P(L>u)=1v(u)
E(L) = AE(x?) par(L) = A|4E(x3)(c-2E X)) +3/’LE(X2)2]

2[c—AE (X)] 12[c—-AE(X)]?



Para a simulacao anteriores temos que:

X; ~ Gamma(900,1) N; ~ Po(0,2t)
E(X) = (2) — 900 var(X) = (910—20) — 900

c = (1+6)E(S)
¢ = (1,3)900 X 0,2 = 234

B (L) — AE(X?)  0,2(900 4+ 900%) 1501 66
~2[c—-2E(X)]  2(234-180) ’
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